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1.

Ejecicios de calculo
Sean a,b; € R tales que 0 < a; < b;. Definimos

— — +b
Any1 = anbn’ bn+1 - anTn-

Demostrar que cada una de las sucesiones {a,} y {b,} son convergentes y
que lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Demostracién

Para probar que las sucesiones son convergentes procederemos demostrando que ambas
sucesiones son mondtonas y acotadas de lo que se sigue que son convergentes.

Acotadas por induccion.

Caso n = 1. Puesto que 0 < a; < by se sigue que

° CL% < ab < b%, asi a1 < iV, a1b; < by. Es decir a1 < ap < by.

® 2a1 < ap+ by <2by, asi a; < ‘“z;bl < by. Es decir a; < by < by.

Ahora supongamos que para n € N se cumple a; < a,, < by y a1 < b, < b;. Entonces
o a? < ayb, <3, asi a; < any1 < by.
e 201 < a,+b, < 2[)1, asl a; < bn+1 < by.

Por lo tanto las sucesiones {a,} y {b,} son inferiormente acotadas por a; y superior-
mente acotadas por b;.

Monotonia.

Observemos que si a,b € R, entonces como 0 < (a — b)? = a? — 2ab + b*, se obtiene
que 2ab < a? + b%. Luego

4ab = 2ab + 2ab < a® + b* + 2ab = (a + b)*.

b\’ b
Se sigue que ab < (%) ,obienmg a—2k .




Por lo tanto
an < by, ¥V neN. (1)

De lo anterior se sigue que a2 < a,b,, luego a,, < a,+1 V n € N. Lo que indica que
{a,} es una sucesién creciente.
De nuevo de obenemos que para cada n € N

an + by, < bn+bn:bn,
2 -2

bn+1 =

asi {b,} es una sucesién decreciente.

Finalmente de las propiedades de linealidad del limite obtenemos que

| g, b, et lim b,
llm bn+1 = llm fr— ,
n—o0 n—o0 2 2

asi

2 lim b,y = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Puesto que lim b,,; = lim b,,. Se sigue que lim b, = lim a,. B
n—o0 n—0o0 n—o0 n—o0

. Sean f,g: R —- R y a € R. Supongamos que existe § > 0 tal que f(x) = g(z)
cuando 0 < |z — a| < §. Demuestra que lim f(z) = lim g(z).
r—a Tr—ra

Demostracién.

Denotemos por

0 =lim f(x) y {ly=limg(z).

z—a z—a
Sea ¢ > 0. De la definicién de limite existen d1,d2 > 0 tales que
o |[{; — f(x)] < §, cuando 0 < |z — a] < &,
o |l; —g(x)| <5, cuando 0 < |z — a| < J,.
Definimos 03 = min{d, 01, d2}. Entonces cuando 0 < |z — a| < d3 se cumple que
(6=l = 6= fz) + f(x) = g(x) + g(x) — £

[l = f(2)| + | f(z) = g(z)| + |g(x) — L]
< 5+0+5=¢

IN

Puesto que ¢ es arbitrario se sigue que lim f(x) = ¢; =l = lim g(z). B
T—a r—a



3. Sean f,g : [a,b] — R funiones continuas tales que f(a) < g(a) y f(b) > g(b).
Demuestra que existe x € [a,0] tal que f(z) = g(x).

Demostracién.

Definamos h : [a,b] — R como h = f — g. Puesto que la suma de funciones continuas
es continua se sigue que h es una funcién continua. Ademas

Asi 0 € (h(a),h(b)). Por el Teorema de los valores intermedios existe x € (a,b) tal que
0= h(x) = f(z) — g(x). Por lo tanto f(z) = g(z). W

4. A partir de una lamina cuadrada de cartéon de longitud L se pretende fab-
ricar una caja de cartén sin tapa superior, cortando cuadrados idénticos
en las esquinas y doblando los lados hacia arriba. Calcular el area de los
cuadrados de las esquinas a recortar.

Solucion
Sea x la longitud del lado de cada uno de los cuadrados a recortar en las esquinas de
la ldmina. Asi, como la lamina es de longitud L el lado del cuadrado que forma la caja
que quiere fabricarse seria L — 2x. Se sigue entonces que el volumen de la caja es dado
por

V =a(L —2x)%. (2)

Para determinar si este volumen es un maximo obtendremos sus puntos criticos dados

por

dv
o= 122° — 8Lz + L* = 0. (3)

Resolviendo obtenemos las soluciones

Mediante el método de la segunda derivada vemos que

d*V
|, 8(3z — L)|,— = 4L, (5)
d*V
6
Esto implica que z = % es un punto de concavidad negativa y por tanto un maximo.

De esta manera el area del cuadrado buscado es dada por

2_L2

A=2"=—.
36

(7)



5. Se pretende construir una piscina circular a un lado de un jardin rectangu-
lar. Se pretende ademas rodear ambos mediante una cerca de alambre de
500 metros de longitud. Calcular las dimensiones del jardin y de la piscina
de tal forma que la suma de sus areas sea minima.

Solucion
Sea x la longitud del alambre destinada a la Piscina. Se sigue entonces que 500 —x es la
longitud destinada al jardin. Usando la férmula del perimetro para una circunferencia
se sigue que el radio para la piscina es de r = x/2m, mientras que la férmula para el
perimetro de un cuadrado nos indica que cada lado del jardin debe medir [ = (500—x) /4.
De esta manera el area total de ambos es dada por

2 (500 — x)*

A=mr?+?P=" 4" "7
Tre 4+ 47r+ 16 (8)

Los puntos criticos para esta funcion se obtienen a partir de

dA 1 1 125
@—(gw)x—?—“ )

La solucion para esta ecuacién es

5007
= ) 10
v 447 (10)
Cuando evaluamos % para r = EﬁL—O;‘ — 0.5 vemos que
dA
— = —0.1420 < 0. 11
I (11)
Mientras que para r = 5:&_0: + 0.5 se obtiene
dA
— =0.1420 > 0. 12
o (12)

Esto implica que como la pendiente pasa de ser negativa a positiva alrededor de x =

54(1—077:, entonces ese punto corresponde a un minimo. Asi la piscina debe tener un radio
de
250
r= ~ 35.0061m, (13)
4+
y el jardin debe medir de lado
500
l= ~ 70.0123m. (14)
4+

6. Cuando se vacia harina de un costal ésta forma un cono cuyo volumen incre-
menta a razén de 0.5m?3/seg. Si la altura del cono es siempre igual al radio
de su base, determinar la rapidez con que cambia la altura del cono cuando



el radio de la base es de 1 metro.

Solucion
El volumen del cono de harina es dado por

4
V = —7mr?h, (15)
3
siendo r el radio de la base y h la altura del cono. Sin embargo, como en nuestro caso

r = h la expresion anterior para h se escribe
3
h=—V. 16
ym (16)
Derivando respecto al tiempo obtenemos que la rapidez con la que cambia la altura del

cono es dada por
dh 1 dV

dt — Axh? dt”
Del enunciado del problema sabemos que h = 1 m y que
tuyendo en el resultado final es

(17)

av _
dt

0.5m3/seg. Asi, susti-
dh 1 m
—_— = (18)
dt 8w seg

. Calcular la cantidad de litros de pintura necesarios para pintar exterior-
mente un contenedor esférico de 5 metros de radio con una capa de pintura
de 7 x 102 m de espesor.

Solucion
El volumen del contenedor esférico es dado por

4
V= §7T7‘3, (19)

donde r es el radio de la esfera. Diferenciando llegamos a

dV = 4mridr. (20)
Se sigue entonces la formula en incrementos

AV = 4mr?Ar, (21)

donde AV representa el incremento en el volumen y Ar el incremento en el radio de la
esfera generado en nuestro caso por el grosor de la capa de pintura exterior. Asi, del
enunciado del problema r = 5m y Ar = 7 x 107 m. Sustituyendo en vemos que
AV = 2.1991 m3. Finalmente para convertir esta cantidad a litros usamos una regla de
tres v el hecho de que 11t = 0.001 m3. Por lo tanto AV = 2199.12 [ts.



8. Un proyectil describe una trayectoria parabdlica dada por
y = bx — ax?, (22)

donde @ >0, b>0,a >by b>1. Sia una distancia d medida sobre el suelo
se coloca una barda, determinar la altura minima que debe tener la barda
para que el proyectil impacte y el dngulo (en radianes) medido respecto a
la vertical de arriba hacia abajo con el que se impacta el proyectil.

Solucion

Dada la ecuacién de la parabola, la altura minima que debe tener la barda es la altura
a la que pasa el proyectil en el punto z = d, asi, evaluando y en x = d vemos que la
altura h de la barda debe satisfacer

h > bd — ad”. (23)

Por otro lado, la tangente del angulo con respecto a la horizontal 8 con el que se impacta
el proyectil es dado por la pendiente de la parabola en el punto de impacto, dado por
la féormula

d
mztan@zézb—%a:. (24)

Asi, en el punto de impacto = = d ese angulo es
0 = tan"'(b — 2ad). (25)

Finalmente, el dngulo medido desde la vertical de arriba hacia abajo (medido en radi-
anes) es dado entonces por

a= g — tan~ (b — 2ad). (26)

Ejercicios de algebra lineal
1. Determina todas las soluciones del sistema de ecuaciones

21‘1 - 31’2 + 25(]3 + 51’4 =
$1—$2+I3+2l’4 =
3T + 229 4+ 2203+ 1oy =

T+ Xy —3r3—x4 =

© o = W

Solucion
Para resolver el sistema aplicamos Eliminacién Gaussiana sobre la matriz aumentada



del sistema.

[[cceelc]2 =3 2 5 3 Tic(]l/f;)m [cceele]2 =3 2 5 3 [c] ~

1 -1 1 2 1|75 0 12 0 -1/2 -1/2

3 2 2 1 oWl o 13/2 -1 —13/2 —9/2| "=
1 1 =3 —1 0] o 0 5/2 —4 -7/2 —3/2| ron
[[ccee|c]2 -3 2 5 3 7 [d~ [lecee|c]2 =3 2 5 3

0 12 0 -1/2 —1/2| ~ 0 1/2 0 -1/2 —1/2

0 0O -1 0 2 ~ 0 0O -1 0 )
0 0 -4 -1 1 |™=%] o0 0o 0 1 7

Finalmente note que la matriz aumentada tiene rango completo. La tunica soluciéon
puede ser obtenida realizando sustituciéon hacia atras.

Ty = 7,

_2mom

3 — 1 - ’
25N -0
2 1/2 )
o 3-5(N-2A-2)+306) _
1 — 9 - —J.

2. Determina todas las soluciones del sistema de ecuaciones
x|+ 21’2 — 55[)3 = 2,
2[[’1 - 31’2 + 41}3 = 4,
4LL’1 + Ty — 61’3 = 8.

Solucion
Para resolver el sistema aplicamos Eliminacion Gaussiana sobre la matriz aumentada
del sistema.

[ccele]l 2 =5 2 [c] ~ [cceldl 2 =5 2] [ ~ [[eccldl 2 =5 2

9 3 4 4|™=E| 0 -7 14 0| ~ 0 -7 14 0
4 1 —6 8|mt| 0 -7 14 0o|"=| o0 0 0 0

Donde podemos observar que el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones

Ozz =0, x3 es libre, digamos z3 = k
To — 2[[’3 = Qk,
i :2+5173—2ZL‘2 :2+l{3

De manera que las soluciones tienen la forma

T 2 1
T3 0 1



3. Responde lo siguiente.

(a) Demuestra que A + AT es una matriz simétrica.

(b) Decimos que A es anti-simétrica si AT = —A. Demuestra que si A es
cualquier matriz cuadrada, entonces A — A" es anti-simétrica.

(c) Demuestra que cualquier matriz cuadrada puede ser descompuesta de
manera linica como la suma de una matriz simétrica y una matriz anti-
simétrica.

Solucién

(a) Sa B = A+ AT, entonces BT = (A+ AT)T = AT+ A= A+ AT = B. Por lo tanto
B = A+ AT es simétrica.

(b) Sea C = A — AT entonces CT = (A — AT)T = AT — A= —-(A—- AT) = —C. De
manera que C' = A — AT es anti-simétrica.

(c) Sean B = 1(A+AT), C = 1(A—AT), y observe que A = B+C, lo que nos da una
descomposicion de A como la suma de una matriz simétrica y una matriz anti-
simétrica. Ahora probemos la unicidad de la descomposicién, para esto, suponga
que A= D + FE, donde D y FE son simétrica y anti-simétrica, respectivamente.
Observe que

A+ AT =(D+ E) +(

D+E)Y'=(D+E)+ (D - E)=2D,
A-AT"=(D+E)— (D

+ T
+EY'=(D+FE)-(D—-E)=2E,

E
E
porlo que D = 1(A+ AT)=B,E = ;(A—- A") =C.

4. Encuentra una matriz inversa derecha de la matriz
1 -1 1
A= [1 1 2} '
Solucion
Buscamos una matriz Bsys tal que AB = Ioyo.

10
1 1 2 0 1’

s
SEE SN
|
1

T

de donde obtenemos las ecuaciones

r—z4+u=1,
T+ z+2u=0,
y—w+v=0,
y+w+2v=0.



Mediante Eliminacion Gaussiana obtenemosque

1—-3a 1-36
=3 —1l—-a 1-p8]1,
2a 20

B =

SIS
SEESEINS

donde u = a, v = (8 son variables libres.

5. Demuestra que si A, By A+ B son invertibles, entonces A~'4+B~! es invertible
y de una férmula para su inversa.

Solucién
Observa que

A4 B =AY I+ AB Y =AY B+A)B,
dado que A, B y A+ B son invertibles, entonces A~' + B~! es invertible y

(A1 4+ B = (A"Y(B+ A)B™Y)"' = B(A+ B)"'A.

6. Considere la matriz

1 2 -6
A=12 4 3
-3 4 1
Calcule su determinante de dos maneras:
(a) Expandiendo cualquier fila o columna.
(b) Mediante Eliminacién Gaussiana.
Solucién
(a) Veamos que
4 3 2 3 2 4

det(A) = (1) '4 1‘-(2)‘_3 1‘+(—6)‘_3 4':1(—8)—1(11)+(—6)(20):—150.
(b) Veamos que

[ccc]l 2 —6 c| ~ [ccc]l 2 =67 [c] ~ [leec]l 2 —6
2 4 3|"% 1 0 o0 1|0 10 -17
-3 4 1 |mHn 0 10 —17] = 0 0 15

Tomando en cuenta que se ralizé un cambio de fila, det(A) = (=1)1(1)(10)(15) =
—150.

7. Sea A una matriz cuadrada con entradas complejas. Demuestre que det(A7 A)

es real, donde A = A",



10.

11.

Solucién
Usando las propiedades de determinantes det (A) = det (A7) y det (A) = det (A),
obtenemos

det(ATA) = det (ATA) = det ((ZHZ)T) = det (ZT (a") T) = det (A" A).

Por tanto, det (AH A) es un numero real.
Sea S un subespacio de un espacio vectorial V.

(a) Demuestra que si dim(S) = dim(V) < oo, entonces S =V.

(b) Da un contraejemplo del punto anterior cuando V no es de dimensién
finita.

Solucién

(a) Cualquier base B de S puede ser extendida a una base B’ de V tal que B C B’
(agregando vectores linealmente independientes). Por hipétesis, B y B’ deben
ser conjuntos finitos y |B| = dim(S) = dim(V') = |B’|. Por lo tanto, B = B" y
S=(B)=(B")=V.

(b) SiV =R[z] y S = {f(z) € R[z] : f(0) = 0}, entonces dim(V) = dim(S) = |N]|
pero V # S.

. Sean V' y W espacios vectoriales tales que dim(V') < dim(W). Demuestra que

no existe una transformacion lineal sobreyectiva de V' a W.

Solucién

Por reduccién al absurdo, supongamos que 7 : V' — W es una transformacién lineal so-
breyectiva. Por el Teorema de Rango + Nulidad, sabemos que dim(V') = dim(ker (7)) +
dim(Im(7)) y Im(7) = W, lo que implica que dim(V') > dim(W). Esto es una con-
tradicciéon con la hipdtesis. Por lo tanto, 7 no puede ser sobreyectiva.

Sea 7 : V — V un endomorfismo de V tal que ker(7) = ker(7?). Demuestra
que Im(7) Nker(7) = {0}.

Solucién

Sea w € Im(7) Nker(r). Como w € Im(7), existe v € V tal que 7(v) = w. Como
w € ker(7), entonces 7(w) = 0. Sustituyendo, 72(v) = 0, as{ que v € ker(7?) = ker(7).
Por lo tanto, w = 7(v) = 0.

Encuentra todos los valores y vectores propios de la siguiente matriz:
3 4
A= { 2 } .

Solucion
El polinomio caracteristico es

det(xl —A) = (z —3)(x+6)+8=2>+3x— 10 = (x — 2)(z + 5).



12.

13.

14.

Las raices del polinomio caracteristico son 2 y —5, por lo que A tiene estos valores
propios.

Los vectores propios correspondientes a 2 se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones

homogéneo N PRI 0
=[5 s )= 1)

Por lo tanto, el espacio de 2-vectores propios es (4,1) = {(4\, ) : A € R}.

Los vectores propios correspondientes a —5 se obtienen al resolver el sistema de ecua-

ciones homogéneo
T . -8 4 T . 0
cealn =300

Por lo tanto, el espacio de —5-vectores propios es (1,2) = {(\,2)) : A € R}.

Determina la dimensién de los siguientes subespacios de R? y muestra que
su interseccion es trivial:

U={(z1,29,23) €ER’ 12y + 29 +23=0} y W={(t2t3t):teR}.

Solucion

Vemos que todo elemento de U debe cumplir que x3 = —x1 — x5, por lo que el conjunto
{(1,0,-1),(0,1,—1)} lo genera. Al ser ademads linealmente independiente, concluimos
que dim(U) = 2.

Para W, vemos que el conjunto {(1,2,3)} lo genera, por lo que dim(W) = 1.

Sea (x1,29,73) € U NW. Este vector debe satisfacer que x; + xo + z3 = 0 y que
(1, e, x3) = (t,2t,3t) para alguna t € R. Sustituyendo, vemos que t + 2t + 3t = 0, por
lo que t = 0. Esto implica que (1, x2,23) = (0,0,0), como se quefa demostrar.

Sea 7 : V — V un endomorfismo de V' tal que Im(7) C ker(7 — id), donde id
es el endomorfismo identidad. Demuestra que 7o7 = 7.

Solucién

Sea v € V un vector arbitrario. Vemos que 7(v) € Im(7) C ker(7 — id). La definicién
de kernel implica que

(r—id)(r(v)) =0 = 7(7(v)) —7(v) =0.
Esto demuestra que 7(7(v)) = 7(v), para todo v € V', por lo que To7 = 7.

Encuentra todos los valores a € R que hagan que la siguiente matriz sea

invertible:
a a—1
A { 1 } |



Solucién
La matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0. Observemos que

det(A) = a* — 3(a — 1) = a* — 3a + 3.

Este polinomio en « no tiene raices reales, por lo que la matriz A es invertible para
toda a € R.

3 Ejercicios de programacion

La siguiente lista de reproduccién de YouTube contiene ejercicios resueltos de programacion:

https://youtube.com /playlist?list=PL66 A4 _etiRmx3-MSGmNaiypJ OBFUUBIR.


https://www.youtube.com/playlist?list=PL66A4_etiRmx3-MSGmNaiypJOBFUUBf9R
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